
Tenzory křivosti a křivost ve třech dimenźıch

NTMF059 – Zápočtový problém 2020

Weyl̊uv, Schouten̊uv a Cotton̊uv tenzor

Weyl̊uv tenzor je v obecné dimenzi d definován

Cab cd = Rab cd −
4

d− 2
Ric[a|[c gd]|b] +

2

(d− 1)(d− 2)
R g[a|[c gd]|b] .

Jedná se o bezestopou část Riemannova tenzoru se stejnými symetriemi v̊uči záměně index̊u.
Schouten̊uv tensor Schab je definován

Schab =
1

d− 2

(
Ricab −

1

2(d− 1)
R gab

)
a pomoćı něj definujeme Cotton̊uv tensor Cota kl

Cota kl = ∇k Schla −∇l Schka .

(i) Dokažte, že plat́ı

Cota kl = Cota [kl] , Cot[abc] = 0 , Cotnnl = 0 ,

(ii) a že divergence Weylova tenzoru je

∇k C
k
a bc = (d− 3)Cota bc .

Křivost ve třech dimenźıch

Zkoumejme metriku gab ve třech dimenźıch se signaturou (+ + +) nebo (−+ +), pro kterou zave-
deme znaménko ± ≡ sign g.

Pro Levi-Civit̊uv tensor εabc tak máme

εabc ε
klm = ±6 δk[aδ

l
bδ

m
c] .

Hodge̊uv duál transformuje 2-formy na 1-formy a naopak

(∗ω)a =
1

2
εa

kl ωkl , (∗(∗ω))ab = εab
k (∗ω)k = ±ωab .
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(iii) Ukažte

±εabm εcdn g
mn = 2 g[a|[c gd]|b] .

Pro tenzor Aab cd antisymetrický v prvńım i druhém páru index̊u můžeme zavést levý a pravý
Hodg̊uv duál

∗Ak cd =
1

2
εk

abAab cd , A∗ab l =
1

2
εl

cdAab cd ,
∗A∗kl =

1

4
εk

ab εl
cdAab cd .

(iv) Ukažte, že pro duály Riemannova tensoru Rab cd plat́ı

∗Rk
ka = 0 , R∗ak

k = 0 , Einab = ∓∗R∗ab , R = ±2 gab ∗R∗ab .

(v) S využit́ım těchto výsledk̊u dokažte, že ve třech dimenźıch Weyl̊uv tenzor vymiźı

Cab cd = 0 .

Poznámka k Schoutenovu tenzoru:

S užit́ım notace dvojtého wedge zavedeného na doplňkové přednášce lze zapsat Riemann̊uv tenzoru
následovně:

R = C − 1

d− 2
S ∧∧ g − 1

2d(d− 1)
R g ∧∧ g

= C − 1

d− 2
Ric ∧∧ g +

1

2(d− 1)(d− 2)
R g ∧∧ g

= C + Sch ∧∧ g ,

kde S = Ric− 1
dRg je bezestopá část Ricciho tenzoru.

Poznámka k Weylovu a Cottonovu tenzoru:

O metrice g řekneme, že je konformně plochá, pokud lze zapsat

g = Ω2g0 ,

kde g0 je plochá metrika, tj. metrika s nulovým Riemannovým tenzorem.
V dimenzi d > 4 se ukazuje, že metrika je konformně plochá pokud je jej́ı Weyl̊uv tenzor nulový.
V dimenzi d = 3 tuto roli přeb́ırá Cotton̊uv tenzor: metrika je konformně plochá, pokud Cot = 0.
V dimenzi d = 2 je každá metrika konformně plochá.
Konečně, pro d = 1 je každá metrika plochá, jelikož Riemann̊uv tenzor je triviálně nulový.
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